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XXI. 


EQUAZIONI INTEGRO-DIFFERENZIALI DELLA ELASTICITÀ 
NEL CASO DELLA ISOTROPIA 


« Rend. Acc. Lincei», ser. 58, vol. XVIII,, 1909,; pp. 577-586. 


1. Nel caso della isotropia è facile vedere la forma che assumono le equa- 
zioni della ereditarietà per i corpi elastici. Riferendosi alle equazioni (III) 
della mia Nota: Equazioni integro-differenziali della teoria dell’elasticità ©) 
si avrà che le equazioni stesse non debbono alterarsi cambiando verso a cia- 
scuno degli assi coordinati. Osservando i cambiamenti di segno che in tal 
modo vengono ad assumere le 4, e le Y,s, si vede subito quali sono i ter- 
mini che debbono eliminarsi nei secondi membri delle (III). Ma queste 
equazioni non debbono alterarsi scambiando gli assi fra loro, quindi do- 
vremo avere 


| tn = LOH) +2 Kyn (t) +/@C00M+240,91 A) 


ji t 
(1) lrs = AYrs (2) +Sx (£ ’ T) Yrs (1) dr, ræ f. 


to 
0 = Yirr t Ya2 4 Y33- 


Dando ora agli assi una orientazione arbitraria, le equazioni debbono 
pure rimanere inalterate, e di qui si conclude che K = 4, 4 = y, e perciò 


(2) ta = Kn F SPE N d so 


Nel caso delle omogeneità (che noi appunto considereremo) L e K sa- 
ranno costanti e ọ e ) indipendenti da x,y,z. Ammetteremo L e K dello 
stesso segno. i 

Le equazioni integro-differenziali nelle componenti degli spostamenti 
u ,v,w risulteranno quindi 


(1) « Rend. Acc. dei Lincei », seduta del 7 novembre 1909. [In questo vol.: XX, pp. 
288-293]. ; 

(2) Cfr. BOLTZMANN, Zur theorie der elastischen Nachwirkung. « Pogg. Ann. Erg. », 
Bd. 7, S. 624, 1876. 7 
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KA? w (0) + L+K) SE 
+e Ma 2@M+0@,9+40,M TO] er 
KA*v(1)4 (L+K) 0 mec 
(3) 20 (2) 
Henar +@0,)+4@,m) Z| de= Y 
KA: di 


t 


TOR a a a a AO) 


\ to 


2. Dalle equazioni precedenti segue facilmente 


T 
(4) L + 2K) AOA +f OE, 2YE, 1) A0 (i) di 
f j 
SAE (EN) 9 (eY) ° (PZ) 
SLTA? gio E Tida T 


aofo, ma T OA CIEE 2t 


T dz 
2 (oX 2 (oZ 
(5) KA? 6, (0) + | Y E, 1) A) dr = E SONA A 


to 


NOE aO Oa E 208) 
Aig 


dx cy 
ove 
Sri dw dv dii du Iw sli dv du 
E ARET dz i <P Slate x degna 1° lenga 


Quindi, mediante la risoluzione di equazioni integrali, potremo calco- 
lare A? 0 (2), A? &, (A), A? @, (1), A° 8, (A. 


3. Per esprimere con semplicità la risoluzione di queste equazioni inte- 
grali e di altre analoghe, che avremo occasione di considerare in seguito, 
rappresentiamo l’operazione con cui si passa dalla f alla @ 


(6) K{A+fL E, DFO = gA) 
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mediante 

(1) q =A 
e inversamente scriviamo j 
(17) f=Ar'g 


Quest'ultima operazione consiste nella risoluzione della equazione integrale 
precedente, la quale si fa colle regole note che ho dato nei miei lavori sulla 
risoluzione delle equazioni integrali. 

Analogamente l’operazione corrispondente a 


£ 
(7) (L+2K)f(A+flp(,M+24%, Of Mia=p 
to j 
denotiamola con A,, cioè scriviamo 
(II) p=A.f > f=A'o. 
4. Le (4) e (5) allora si scriveranno 
DA A D = L(P2): __ 2 (0Y) 
s pi 1 dz 
, NS 3 (pX 9 (pZ 
(5) Aa, E SI 
am __ AA 9 (pX) 
A; A° = è ;\agàe rn 
e quindi . 
vi 20 — a-:(8(PX) He 2468) 
(4°) A0 = A7*( 4 DE SI 
—:( (eZ) __ ?(pY) 
A° è =A; (E cy ag? 
r —:/ 9 (pX 9 (pZ 
(8) | d'a Ar (AE L SI 
f —1(/9(0Y) 9 (PX) 
Are = ATE LO). 


Dalle (3) segue 


KA4 u (8) +fv ESO AEU (E) da 


= A° X)— L +K) SRO fee, DHIE, O 


ossia 


9 (pZ) 
əz 


A? 0 
dx 


ALA u= A GX) È (ON PA SU sell + \+A 
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e come questa se ne hanno altre due analoghe. Da esse, tenendo conto della 
(4'), segue 
TI A2 preti 1 È) 0 (oX 3 (oY d (pZ 
Atu = AT A? (pX) + (A7*— A; a (PX) A A 20 ( e2) 


IESS e Liri 9 (Ap 9 (pY 9 (pZ 
(8) pree pen EEE eT 148) 


Sao Li Eee dir 
i A*t w = ATA (PZ) + (A7*— A; EA (p LS > EA E (p SE 


cx 


È dunque possibile trasformare le equazioni integro-differenziali (3) 
nelle equazioni differenziali precedenti in cui i secondi membri sono fun- 
zioni note. 

Nel caso in cui manchino le forze di massa, le (4), (5°), (8) si riducono a 


A°G=Atà, = Afo,= A°0,a Ati Ave Mw 0 


Sotto un certo aspetto quindi la forma integro—differenziale delle equa- 
zioni dell’elasticità nel caso ereditario non è che apparente, quando si tratta 
di corpi isotropi. Le condizioni che legano fra loro le x, v,%% conservano 
però sempre la forma integro—differenziale e così pure le condizioni al con- 
torno, quando si suppongono date le tensioni. 


5. Le relazioni corrispondenti alle (1) e (2) per le equazioni aggiunte 
saranno 


T 
(1) #,=L0 A+2KY(A +f (t, AVAYA Yh) dr 


5% 4 
(2) he =Kya QF | PEN Md yras 


e le equazioni aggiunte risulteranno, posto 0'= Yir + Ya + Ya: 


| KA, w ()+(L+R) 


90’ (1) ET f 
3 \ de = pX 


ny 
+IP DA AEEY, 


20] 


KA°v @)+(L+K)3 


TECE 


KA w (9 + L + KEA 


| +/(0. A Afw (+ (179 +Y(1, ne O a Mogli 
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Se si suppongono nulle X’, Y’, Z’, risulterà evidentemente, anche per 
le equazioni aggiunte, 


A°0'=— A*G,=A°6/=A° 6, = Atw= Atv'=/Atw'=:0 
in cui 


A Iw’ dv’ A CA ow (et Iv’ du' 
rid eee Ae 


6. Sempre supponendo X'= Y'= Z'= 0, avremo immediatamente delle 


soluzioni particolari delle (3) 
1° Se F è armonica, avremo la soluzione 


(9) VO e 


FOR oF, i PEA oFi 3° oF] oF. , 
(19), a e DOA 


, = 


3° Se D, , D,, ®, sono biarmoniche e le tre derivate parziali di 


E x è a Sa 


rispetto ad x, y, 2 sono indipendenti da 7, vi sarà la soluzione 


(RIE JM A°D.4-B(T, dui ARE s si a) 


A v=a(T,2)4°0,+ (1,47 de i 3 + 
| w=aT, AAD eT, d + da sp Sn) 


quando si prendano « e ß tali che sia soddisfatta la condizione integrale 


(1) +KP, A+C+E NT, d 


f UP 
++K) aT, +f AHY DaT, dr =o. 


7. Prendiamo ora F = 1/r, in cui 7 denota la distanza di un polo O, di 
coordinate È, , č, dal punto generico x,y,z e consideriamo le (9) come 
soluzioni delle equazioni aggiunte con i secondi membri nulli. Le y;; saranno 
indipendenti da 7, e sarà 0'= 0, quindi avremo 
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I I I 
c2 — ga . sr gi 
fa =2M(T r i {a =2M (T, N, h =M,- 
a el al 
bas =2M(1.5)53= i piena DM CI, > Seta =2M(T i) 
I È dr 
i P ANAT 


in cui si è posto 
T 
MT, A=K+4 fpa, dd. 
í 


Queste formule differiscono da quelle che si hanno impiegando la prima 
soluzione ausiliaria del BETTI, in quanto che alla costante K è sostituita M 
che è funzione di T eż. 

Applicando la formula (1) della Nota precedente pe escludendo il polo 
O, interno ad S, mediante una sfera avente il ceritro O, facendo infine ten- 
dere indefinitamente a zero il raggio della sfera, si trova al limite 


Ap (£ si do + [zx (t) w' dS P a u (t) do; dt 


-fifa HOEN EA 


Hna EN EA AZIO AH a En, E D) jdt, 
Derivando ambo i membri rispetto a T, con facili trasformazioni di 
integrali, si ha 


LS I 


poso 
LL do=4rA,0 


(13) forte dr + [x 


o anche 


MEA I 


so (FE 
(13) [rar i Ede EAG (PX) 04 dS PATI AZ da ar 


8. Se nelle (10) prendiamo F, = 1/7, F,=0, F,=0, con procedi- 
mento del tutto analogo, si giunge alla formula 
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I I I I 
tà a dr i 
(14) J Zo zy — Yo dz do yf PZ zy —PY EJ. dS 
g S 


pei 
2y dz 


ga I ga LI 0° = aL 
+ —T cos nx Sa Spiri i n + 23; z COS nz 
dy dx 322 d 
AE rr Atia 


che si trasforma nell’altra 


5 gi gl 


I 
(14) J ug A ph E daf ayna E kengin h 


gal del 
— | —— cosa — — cos ny] u 
DEE dz dx y 
Th 32 " i reo 
dille gag cos ny + \— 7 | cos nz 
zox ETET tm cá 3y? "322 pi 4 


do 


gzl gere Gao aa 
+ + cos nx + ngi fee 25 OS NZ 
ya EE zza | COS 2y + FO w 


ym oE en A): 


Come questa formula se ne hanno altre due analoghe. 


— Confrontando le varie formule che abbiamo ora trovate colle ordi- 
narie equazioni del Berr:® relative all'equilibrio elastico, troviamo che 
esse hanno la stessa forma di queste, soltanto le componenti degli sposta- 
menti, delle rotazioni, delle forze e la dilatazione vanno nelle prime assog- 
gettate alle operazioni funzionali A, , A, o alle loro inverse. Bastano dunque 
le ordinarie formule del BETTI in unione con queste operazioni funzionali 
per trattare le equazioni integro—differenziali della elasticità nel caso della 
isotropia. 

Chiamiamo A; u, A, v, A:w:; Ax ©, Ax Öz, Ax Öz; Az 0 rispettivamente 
gli pseudospostamenti, le pseudorotazioni e la pseudodilatazione; allora la 
(13), la (14) e le sue analoghe potranno interpretarsi mediante il teorema: 


(3) E BETTI, Teoria della elasticità, «Nuovo Cimento », 1872-73. 
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Per passare dal caso della non ereditarietà a quello della ereditarietà, nel caso 
di corpi solidi elastici isotropi, basterà sostituire nelle formule del Berri, rela» 
tive all equilibrio elastico, agli spostamenti, alle rotazioni ed alla dilatazione, 
rispettivamente gli pseudospostamenti, le pseudorotazioni e la pseudodilatazione. 


10. Prendiamo nelle formule (11), analogamente a quanto fa il SOMI- 
GLIANA ‘4, nel caso non ereditario, 


È 
ð=- i SA a Mad, 
otterremo allora 
TRL 98 i | B 97 ,_ B 3 
TT i ir gg, | a 


e se scegliamo «(T, 7?) in modo che 


(15) Ka (T,%) PINI pig 

e poniamo È 

(16) N (T, A= KT, A +Y ABT, d, 
avremo ' 


I I I 
d— 3 n Niais TES 
Xx, = > Ne e AEE 


on əx dx 
E ghi giù 
Y, == cos nx — -L cos ny + N (T t) FLO IAN PARLA 
o dx y 7) \Gn dxdy dx y 


I I I 

MS 7a E 

Z = —— cos nx ——— cos nz +N (T f) E AAEE VET E T . 
La dz dx 3 on dx9z dx 


Ciò premesso applichiamo la (1) della Nota precedente e, come di so- 
lito, escludiamo il polo O con una sfera il cui raggio si faccia tendere a zero 
indefinitamente. Al limite avremo: 


T 


fa} [Exa do + [x Xu dS — | EX, udo! = —47 fu Et adk 
to o S o 


fo 


e, derivando rispetto a T, 


(17) — qué, n, C, T) 


ne áfa f Lx, o do + Zo Xu dS — J pki udo! j 


(4) SOMIGLIANA, Sulle equazioni dell elasticità, « Annali di Matematica », ser. II, t. XVI. 
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11. Riprendiamo ora l’equazione (6), moltiplichiamone ambo i membri 


per a (T ; 7) e integriamo fra 4 e T. Con ben note trasformazioni, e tenendo 
conto della (15), si avrà 


faT, Ap Hdt 
= [Ka T, Af (di +fa(T, 44/9 (t, I) f (5) dr 


"È aY F 
= | KaT, 2) +faT, Dp Ddl d= (104, 
quindi derivando e tenendo presente la (T) 
(18) #Ja(T,A90d=fT)=A'0 (1. 


o 


Ma dalla (12) segue, tenendo conto della (15), 
(15°) (L+2K) (a (T,2)+B(T,5) 


T 
+f NHY aT, DHT, A, 


dunque, seguendo un procedimento analogo a quello ora impiegato e ser- 
vendosi della notazione (II), potremo scrivere 


4 fen, oY BT, D)o (Ade = A7" 9 (1), 
donde per la (18) A 
(18) dia (T, ip) de = (A7* — AT) 9(T). 
Dalle (16) e stia Le 


T T Ł 
[NT OSO = ETDIKI O + fve SCl 


T 
=| T, Apd, 
quindi applicando la (18) e la (I) 
T 
(18”) ASNT, D Od AATAS 


= A+A OfO = 7A: A). 
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Riassumendo le formule (18), (18°), (18”), si ha dunque 


TẸ 
E A 7 AFF) 


T 


(ID) she A EI AT PE A75F(T) 
d 
5) 


| r| NO AFG) d= (A7 * A, —1)F (T) 


in cui F (#7) è una funzione arbitraria. 


12. Possiamo ora applicare le (III) per eseguire le derivate rispetto a 
T che compariscono nella formula (17), e questa allora si scriverà 


OP hént, n=] Tas ERIN DATA, 
La RIS —I ia —I _ 
2 -p A A ) Ys + Bi i (Aa nica; ) Za {do 


+J AL È AA") (pv) 


2 3x? 2 5 


+R AA") (02) aS 


2 na 
pa [a 82, E 
—I 
=f aut | e—a cosna (A: Ai 1) z 
o 
pi dea. p gi 
|- cosna -cosu v -+ Ma a AT dosin (A77 A, — 1)v 
dy dx Y om dxdy 19% r PANT 


ð — gi Ge 
hio COS ny — cos s w + (225 a 2 cos aar 
Come la formula precedente ci dà %, così possono ottenersi altre due 
formule che esprimono analogamente v e w. Si vede dunque che il caso ere- 
ditario della elasticità può trattarsi pur lasciando completamente indeter- 
minate le funzioni ọ(Z,7), U(#, 7) ed a questo proposito può ripetersi 
quanto avemmo occasione già di dire nel caso della elettrodinamica (9. 


| (5) Sulle equazioni della elettrodinamica, $ 3, «Rend. Acc. dei Lincei » ser. 5°, vol. XVIII: , 
1909: , pp. 203-211 [in questo vol.: XVIII, pp: 276-283]. i 
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